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Nous prouvons l’estimation E(n)=0\(n.&1Log n) ou E(n) :=F(n)&.2&.n.&1
et F est la suite croissante ‘‘autode crite’’ 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, ... de finie par
F(1)=1 et F(n)=*[m | F(m)=n]. Cette estimation est optimale pour ce terme
d’erreur.  1997 Academic Press
0. INTRODUCTION ET NOTATIONS
En 1966, Golomb [Go] demanda une formule asymptotique pour la
suite d’entiers
[F(n)]n=1=[1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, ...]
de finie par F(1)=1, F(n)=*[m | F(m)=n], et la condition que F soit
croissante. En 1967, N. J. Fine [Fi] prouva que
F(n)=cn.&1+E(n)
ou .=(1+- 5)2 est le nombre d’or, c=.2&. et E(n)=o(n.&1). En
1992, I. Vardi [Va] montra que E(n) est en fait O(n.&1Log n) et proposa
la conjecture que E(n) est 0\(n.&1Log n). En 1995, Y.-F. S. Pe termann
[Pe ] obtint l’estimation E(n)=0\(n.&1&=) pour tout =>0. Nous
prouvons pour notre part la conjecture de Vardi.
La suite de ce paragraphe se compose de quatre parties. Nous e tablissons
d’abord les quelques notations et relations dont nous avons besoin. Nous
pre sentons ensuite l’e tude expe rimentale que nous avons mene e dans une
e tape pre liminaire. Puis nous donnons une ide e intuitive de la de monstration
de notre re sultat et nous indiquons finalement le plan de celle-ci.
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0.1. Notations et relations de base
La fonction G (re ciproque a droite de F ) est de finie par
G(n)=max[m | F(m)=n] pour n1.
et prend successivement les valeurs 1, 3, 5, 8, 11, ....
Nous avons
G(n)= :
n
k=1
F(k)
ce qui re sulte de ce que F(m) prend successivement les valeurs 1, 2, ..., k, ..., n
un nombre de fois e gal a F(1), F(2), ..., F(k), ..., F(n). On introduit une
autre fonction
R(n)= :
n
k=1
E(k).
R est en quelque sorte le terme reste de la fonction G, comme E est le terme
reste de la fonction F dans les de veloppements asymptotiques.
Une autre conse quence de la de finition de F est la suivante. Si ]N1 , N2]
est un intervalle d’entiers, alors tout m dans ]G(N1), G(N2)] peut s’e crire
m=G(n)&r avec n # ]N1 , N2 ] et r # [0, F(n)[. Nous ferons un usage
constant de cette e criture.
Nous utiliserons e galement les ite re s de la fonction G, de finis ainsi
G1(k)=G(k), Gl +1(k)=G(Gl(k)).
Comme l’avait laisse entendre Vardi [Va], chaque fonction Gl peut e^tre
de finie par une formule sommatoire semblable a celle obtenue pour G1(=G).
Nous avons syste matise l’approche de Vardi et nous nous sommes servis de
ces de finitions pour calculer de manie re tre s efficace des valeurs de Gl(k)
pour divers l et k. Nous donnons seulement ici la de finition de G2 , dont
nous nous servirons au Lemme 2 :
G2(n)= :
n
k=1
k } F(k).
En effet, on a
G2(n)=G(G(n))= :
G(n)
k=1
F(k)= :
n
l=1
:
G(l)
k=G(l&1)+1
F(k)= :
n
l=1
l } F(l),
puisque F(k)=l pour k # ]G(l&1), G(l)] et que G(l)&G(l&1)=F(l).
(On a pose par convention G(0)=0).
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Pour terminer indiquons deux relations satisfaites par . et c.
. est la solution positive de l’e quation .2=.+1 et donc .(.&1)=1
d’ou
1
.
=.&1.
On se servira aussi plusieurs fois de l’identite
c \ c.+
.&1
=1
que l’on ve rifie facilement.
0.2. A propos d ’une e tude expe rimentale pre liminaire
Nous avons calcule Gl(k) pour l # [1, 7] et k # [1, 1086]. Comme
F(Gl(k))=Gl &1(k) (avec la convention G0(k)=k), nous avons un
e chantillon de valeurs de la fonction F pour des rangs de plus en plus
grands.
Remarquons que 1086=G(90). Donc les valeurs nouvelles a chaque
e tape sont celles pour k entre 91 et 1086. D’autre part G(n) est de l’ordre
de grandeur de n. (voir plus loin), a une constante multiplicative pre s.
Donc la suite Gl(90) est doublement exponentielle en l et Log(Log(Gl(90)))
est de l’ordre de l Log .. Donc, en coordonne es doublement logarithmiques,
les valeurs pour lesquelles F a pu e^tre calcule e sont re gulie ment re parties.
Cela nous a permis de mettre en e vidence de manie re expe rimentale le
comportement tre s re gulier de la fonction E(n)(n.&1Log n), comporte-
ment d’ailleurs conjecture par Vardi. Voir Fig. 1 ci-jointe ou les points en
abscisse s’e chelonnent entre G3(90) et G7(1086).
A de faut d’e^tre capable de prouver the oriquement ce comportement tre s
re gulier, nous avons tire de notre e tude expe rimentale les ide es sous-jacentes
de la preuve qui suit. De plus cette preuve s’appuie de manie re de terminante
sur la connaissance pre cise de la fonction E pour deux intervalles de taille
tre s respectable. Pre cise ment, nous avons e tabli nume riquement les deux
bornes suivantes:
{
|E(n)|0.006
n.&1
Log n
pour n # [G2(213), G3(213)],
E(n)0.004
n.&1
Log n
pour n # [G3(113), G3(213)]
(voir les Propositions 1 et 2). Ces bornes tre s proches l’une de l’autre sont
ce qui permet aux raisonnements the oriques ulte rieurs de ‘‘fonctionner’’ de
manie re satisfaisante.
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Fig. 1. Trace de la courbe E(n)(n.&1Log n).
0.3. Ide e intuitive de la de monstration
La de monstration s’appuie sur trois lemmes dont nous donnons dans un
premier temps des versions simplifie es.
Lemme A. E(G(n))t&R(n)cn.&1 quand n   a condition que R(n)
soit ‘‘suffisamment loin de 0’’.
Lemme B. G(n)t(c.) n. quand n  .
Lemme C. R(n)t(n.) E(n) a condition que E(n) soit ‘‘suffisamment
loin de 0’’.
Le sche ma de la de monstration est alors le suivant. Supposons que
E(n)a } n.&1Log n (avec a>0), sur un intervalle ‘‘suffisamment grand’’.
Alors le Lemme C nous donne qu’approximativement
R(n)a
n.
. Log n
et le Lemme A
E(G(n))t&
R(n)
cn.&1

&a
c.
n
Log n
.
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Mais, par le Lemme B,
n.t
.
c
G(n)
et donc
nt\.c G(n)+
.&1
=cG(n).&1
par l’identite donne e plus haut et d’autre part
. Log ntLog G(n).
Par conse quent
E(G(n))&a
G(n).&1
Log G(n)
.
Autrement dit, a partir d’une valeur de n pour laquelle ‘‘E(n)a } n.&1Log n’’
est ve rifie e, nous obtenons une autre valeur n$ (a savoir G(n)) pour laquelle
‘‘E(n$)&a } n$.&1Log n$ ’’ est ve rifie e. Le passage des valeurs ne gatives
aux valeurs positives est identique.
Les Lemmes A et B seront explicite s dans le Lemme 4, le Lemme C dans
le Lemme 9.
En re alite nous n’allons pas obtenir la minoration directement pour une
constante a fixe e une fois pour toutes. De me^me, les intervalles sur lesquels
cette minoration sera ve rifie e ne seront pas de largeur constante en e chelle
doublement logarithmique. Au lieu de cela nous conside rons une suite ak
de croissante, convergeant vers un nombre strictement positif et une
suite d’intervalles ]Nk , N"k] telle que Nk+1>G(Nk), N"k+1=G(N"k) mais
]Nk , N"k] toujours non vide. Nous sommes ainsi en mesure d’e noncer un
re sultat plus pre cis.
The ore me. Il existe une suite (ak)k3 de croissante, minore e par 0.002, et
deux suites d ’entiers (Nk)k3, (N"k)k3 tendant vers l ’infini, satisfaisant les
conditions suivantes
(i) Gk(113)Nk<N"kGk(213) (k3),
(ii) Pour tout k3 et pour tout n # ]Nk , N"k],
|E(n)|ak
n.&1
Log n
, sgn(E(n))=(&1)k&1.
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Disons encore un mot sur la de monstration du Lemme C. C’est en effet
sur ce lemme que doit se concentrer notre attention. Si nous supposons le
proble me re solu, nous voyons que la fonction E(n)(n.&1Log n) passe par
des valeurs sensiblement oppose es lorsque l’on passe de n a G(n), et donc
par des valeurs sensiblement e gales lorsque l’on passe de n a G2(n). Mais
par ailleurs G(n) est sensiblement de l’ordre de n.. Donc lorsque nous
prenons des coordonne es doublement logarithmiques, nous obtenons une
fonction pe riodique, de pe riode 2 Log .. Dit autrement, en coordonne es
usuelles la fonction s’e tire a l’infini d’une manie re doublement exponen-
tielle. En conse quence, pour calculer R(n)=nk=1 E(k), il est raisonnable
de ne conside rer que ce qui se passe au voisinage de n. Donc
R(n)t
E(n)
n.&1Log n |
n
0
t.&1
Log t
dt&
E(n)
n.&1Log n
n.
. Log n
=
nE(n)
.
.
Pour rendre ce raisonnement rigoureux, nous avons besoin d’une majora-
tion de |E(n)| aussi bonne que possible, de manie re a pouvoir ne gliger les
valeurs de E sur le de but de l’intervalle d’inte gration. Ainsi pour obtenir un
re sultat en 0, nous sommes d’abord amene s a pre ciser le re sultat en O de
Vardi.
0.4. Plan de la preuve
(A) Majoration de |E(n)| et de |R(n)|.
Pre liminaires. Par calculs, comple te s par des raisonnements d’interpola-
tion, nous montrons que, en notant A0=G2(213)
|R(A0)|0.006
A.0
. Log A0
et pour n # [A0 , G(A0)]
|E(n)|0.006
n.&1
Log n
.
Ge ne ralisation. Nous montrons qu’il existe un nombre M0.01 tel que,
pour tout nA0 , on a
|R(n)|M }
n.
. Log n
, |E(n)|M }
n.&1
Log n
.
(B) Minorations de |E(n)|.
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Pre liminaires. Par calculs, comple te s par des raisonnements divers, nous
montrons que, pour n # [G3(113), G3(213)], nous avons
E(n)0.004
n.&1
Log n
.
Ge ne ralisation. Nous de montrons le the ore me principal.
Ceci ache vera la de monstration.
A noter que, si nous posons a=limk   ak , nous obtenons
0.002a<M0.01,
ce qui correspond a des constantes remarquablement proches.
En pratique nous regroupons les e tapes pre liminaires, ainsi que les premiers
lemmes, dans la partie I. La partie II est consacre e a la ge ne ralisation de la
majoration et la partie III a la ge ne ralisation de la minoration.
I. DIVERS LEMMES ET PREMIE RES ESTIMATIONS
Lemme 1. (Diverses ine galite s). Soit 0<==0<1. Alors
1+=
1
1&=
1+
=
1&=0
(1)
1&=
1
1+=
1&
=
1+=0
(2)
1+(.&1) =&
(.&1)(2&.)
2
=2(1+=).&11+(.&1) = (3)
1&(.&1) =&
(.&1)(2&.)
2
c0(=0) =2(1&=).&11&(.&1) = (4)
ou c0(=0)=2 |Log(1&=0)+=0 |=20 .
1&k0(=0) =(1&=).&1 (5)
ou k0(=0)=(1&(1&=0).&1)=0 .
Preuve. Pour de montrer l’ine galite de droite de (1), nous e crivons
1
1&=
=1+
=
1&=
,
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ce qui permet de conclure facilement. La de monstration de (2) est similaire.
Pour (3), nous e crivons
(1+=).&1=1+(.&1) =+ :
k2
(.&1) } } } (.&k)
k!
=k.
Puisque .<2, nous avons une se rie alterne e, du signe du premier terme et
dont la valeur absolue est majore e par la valeur absolue de celui-ci, ce qui
permet de conclure. Pour montrer (4), nous utilisons ce me^me de veloppe-
ment. Pour 3lk, l&.<l&1. Donc le terme ge ne ral de la se rie est
infe rieur en module a (.&1)(2&.)2 } =kk. De plus
:
k2
=kk=2 }
|Log(1&=0)+=0 |
=20
et (4) suit aise ment. Pour e tablir (5), nous constatons que t [ t.&1 est une
fonction concave. Donc pour 1&=01&=1, on a
1&(1&=).&1
=

1&(1&=0).&1
=0
=k0(=0). K
Lemme 2. Soit l un entier 5. Soit n satisfaisant G2(l)nG2(l+1).
Alors on a les encadrements
E(G2(l))+min(r1(l), 0) F(l+1)
E(n)E(G2(l))+max(r1(l), 0) F(l+1)+r2(l)+1
ou
r1(l)=1&c
(.&1)(l+1)
G2(l)2&.
,
r2(l)=c
(.&1)(2&.)
2
F(l+1)2 (l+1)2
G2(l)3&.
.
Preuve. Le cas n=G2(l) est clair (puisque r2(l) est positif). Mainte-
nant, tout n # ]G2(l), G2(l+1)] peut s’e crire G(m)+ j avec m # [G(l),
G(l+1)&1] et j # ]0, F(m+1)]. Dans ce cas,
E(G(m+1))E(n)E(G(m))+1.
En effet
E(n)=E(G(m)+ j)=F(G(m)+ j)&c(G(m)+ j).&1
=m+1&c(G(m)+ j).&1.
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Donc
E(n)=F(G(m))+1&c(G(m)+ j).&1
F(G(m))&cG(m).&1+1=E(G(m))+1
et
E(n)=F(G(m+1))&c(G(m)+ j).&1
F(G(m+1))&cG(m+1).&1=E(G(m+1)).
Soit maintenant m # [G(l), G(l+1)]. Nous pouvons e crire m=G(l)+i
avec 0iF(l+1). Evaluons E(G(m)). Tout d’abord
G(m)=G(G(l)+i)=G(G(l))+ :
i
j=1
F(G(l)+ j)=G2(l)+i(l+1)
car F(G(l)+ j)=l+1 pour j # [1, F(l+1)]. Donc
G(m).&1=(G2(l)+i(l+1)).&1=G2(l).&1 \1+i(l+1)G2(l) +
.&1
.
Posons ==i(l+1)G2(l)0 et montrons que =<1.
G2(l)= :
l
k=1
k } F(k)l } F(l)+(l&1) F(l&1)(2l&1) F(l&1)
et
i(l+1)F(l+1)(l+1)(F(l&1)+1)(l+1) (l2).
Il vient
G2(l)&i(l+1)(2l&1) F(l&1)&(l+1)(F(l&1)+1)
=(l&2) \F(l&1)&l+1l&2+
et la quantite entre parenthe ses est >0 de s que l5, ce qui montre bien
que =<1.
En utilisant le Lemme 1, partie (3), nous obtenons
(1+=).&1=1+(.&1) =&%(=)
(.&1)(2&.)
2
=2 (0%(=)1).
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Donc
E(G(m))=F(G(m))&cG(m).&1=m&cG(m).&1=G(l)+i&cG(m).&1
=F(G2(l))+i&cG2(l).&1 {1+(.&1)(l+1) iG2(l)
&
%$(l, i)(.&1)(2&.)
2 \
(l+1) i
G2(l) +
2
=
avec 0%$(l, i)1. Par conse quent, E(G(m)) e gale
E(G2(l))+i \1&c(.&1) (l+1)G2(l)2&.++%$(l, i)
c(.&1)(2&.)
2
i2(l+1)2
G2(l)3&.
=E(G2(l))+ir1(l)+%"(l, i) r2(l) (0%"(l, i)%$(l, i)),
avec
{
r1(l)=1&
c(.&1)(l+1)
G2(l)2&.
,
r2(l)=
c(.&1)(2&.)
2
F(l+1)2(l+1)2
G2(l)3&.
.
Donc, pour m # [G(l), G(l+1)],
E(G2(l))+min(0, r1(l)) F(l+1)
E(G(m))E(G2(l))+max(0, r1(l)) F(l+1)+r2(l).
Alors, pour n=G(m)+ j avec m # [G(l), G(l+1)&1] et j # ]0, F(m+1)]
{E(G2(l))+min(0, r1(l)) F(l+1)E(G(m+1))E(n)E(n)E(G(m))+1E(G2(l))+max(0, r1(l)) F(l+1)+r2(l)+1
la premie re ine galite e tant justifie e puisque m+1G(l+1)&1+1=
G(l+1). K
Lemme 3.
S(n) := :
n
k=1
k.&1=
n.
.
+
n.&1
2
+‘(1&.)+%1(n)
.&1
12
n.&2
avec 0<%1(n)<1.
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Preuve. Re sulte de la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin et de
l’expression inte grale de ‘(1&.) obtenue par double inte gration par
parties. K
Remarque. R(n)=G(n)&cS(n). En effet, pour k # [1, n], E(k)=
F(k)&ck.&1 et donc
R(n)= :
n
k=1
E(k)= :
n
k=1
F(k)&c :
n
k=1
k.&1=G(n)&cS(n).
Cette relation nous permet, connaissant G(n), d’obtenir une tre s bonne
approximation de R(n). Nous utilisons d’autre part cette relation, sous la
forme G(n)=cS(n)+R(n), au Lemme 4.
Nous pouvons proce der maintenant a plusieurs estimations.
Proposition 1. (Majoration initiale). Soit A0=G2(213). Alors, pour
tout n # [A0 , G(A0)], on a
|E(n)|0.006
n.&1
Log n
.
De plus
|R(A0)|0.006
A.&10
. Log A0
.
Preuve. Nous calculons explicitement E(G2(l)) pour l # [213, G(213)]
(G(213)=4362). Puis nous majorons |E(n)| sur chaque intervalle [G2(l),
G2(l+1)] (213l<G(213)), en utilisant le Lemme 2, par, disons, E max(l).
Enfin nous calculons le quotient
E max(l)
G2(l).&1Log G2(l)
et ve rifions que ce quotient est infe rieur a 0.006 pour tout l. En ce qui
concerne R(A0), nous calculons G(A0) explicitement et en de duisons une
approximation de R(A0) gra^ce a la remarque suivant le Lemme 3. Cette
approximation est suffisante pour ve rifier la majoration. K
Proposition 2 (Minoration initiale). Pour tout n # [G3(113), G3(213)],
on a
E(n)0.004
n.&1
Log n
.
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Preuve. Nous calculons explicitement E(G2(l)) pour l # [G(113),
G(213)] (G(113)=1568). Puis nous minorons E(n) sur chaque intervalle
[G2(l), G2(l+1)] (G(113)l<G(213)), en utilisant le Lemme 2, par,
disons, E min(l). Enfin nous calculons le quotient
E min(l)
G2(l+1).&1Log G2(l+1)
et ve rifions que ce quotient est supe rieur a 0.004 pour tout l. K
Dans toute la suite de l’article, nous posons A0=G2(213) et nous
supposerons n supe rieur ou e gal a A0 .
Nous de finissons six constantes qui sont utilise es dans la suite. Ces
constantes sont introduites pour la premie re fois dans les Lemmes 4 et 5.
Nous faisons appel a la fonction c0 de finie dans le Lemme 1. Nous posons
c1=. \\12+
0.01
c Log A0
+
|‘(1&.)|
A.&10
+
.&1
12A0+
Log A0
A0
+
0.01
c } .+ ,
c2=\12+
0.01
c Log A0
+
|‘(1&.)|
A.&10
+
.&1
12A0+
Log 2A0
A0
+c0 \ c1Log A0+
(.&1)(2&.)
2
c21 ,
c3=c1(1&(1&c1 Log A0).&1)(c1 Log A0),
c4=(.&1) c1(1&c1 Log A0)&1,
c5=&Log _ c. (1&c1Log A0)& ,
.$=.&
c5
Log A0
.
Lemme 4. Soit A0=G2(213) et soit n, r des entiers satisfaisant les
conditions
(1) nA0 , 0r<F(n),
(2) |R(n)|
0.01
.
n.
Log n
, |E(n)|0.01
n.&1
Log n
.
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Alors on a
(i) G(n)&r=
c
.
n.(1+=(n, r)), |=(n, r)|
c1
Log n
,
(ii) E(G(n)&r)=
&R(n)
cn.&1
+2(n, r), |2(n, r)|
c2n
Log 2n
En particulier, G(n)n..
Preuve. Par la remarque suivant le Lemme 3,
G(n)&r=cS(n)+R(n)&r,
=c {n
.
.
+
n.&1
2
+‘(1&.)+%1(n)
.&1
12
n.&2=+R(n)&r
avec 0<%1(n)<1. Mettons en e vidence le terme principal c } n... Il vient
G(n)&r=
c } n.
.
(1+=(n, r))
avec
.&1=(n, r)=
1
2n
+
‘(1&.)
n.
+%1(n)
.&1
12n2
+
R(n)
cn.
&
r
cn.
.
Pour e valuer =(n, r), nous isolons R(n)cn.:
.&1=(n, r)=
R(n)
cn.
+
21(n, r)
n
avec
21(n, r)=
1
2
+
‘(1&.)
n.&1
+%1(n)
.&1
12n
&
r
cn.&1
.
Par hypothe se, 0rF(n)=c } n.&1+E(n)c } n.&1+0.01(n.&1Log n).
Donc
}12&
r
cn.&1 }
1
2
+
0.01
c Log n
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et
|21(n, r)|
1
2
+
0.01
c Log n
+
|‘(1&.)|
n.&1
+
.&1
12n
,

1
2
+
0.01
c Log A0
+
|‘(1&.)|
A.&10
+
.&1
12A0
=: m (nA0).
Par hypothe se e galement, |R(n)|
0.01
.
n.Log n et donc
|=(n, r)|=. }21(n, r)n +
R(n)
cn. }. \
m
n
+
0.01
c } . } Log n+

.
Log n \m
Log n
n
+
0.01
c } .+
c1
Log n
.
Ceci prouve (i). Pour ce qui est de (ii), notons que F(G(n)&r)=n si
0r<F(n). D’autre part
F(G(n)&r)=c(G(n)&r).&1+E(G(n)&r)
donc
E(G(n)&r)=n&c(G(n)&r).&1.
Injectons l’expression de G(n)&r trouve e en (i) :
E(G(n)&r)=n&c \cn
.
.
(1+=(n, r))+
.&1
,
=n(1&(1+=(n, r)).&1)
puisque .(.&1)=1 et que c(c.).&1=1. Par le Lemme 1, ine galite s (3)
et (4), nous pouvons e crire
(1&=(n, r)).&1=1+(.&1) =(n, r)
&c0 \ c1Log A0+
(.&1)(2&.)
2
%2(n, r) =2(n, r)
14 JEAN-LUC RE MY
File: 641J 215415 . By:DS . Date:12:08:01 . Time:02:35 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 1998 Signs: 708 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
avec 0%2(n, r)1. Par conse quent
E(G(n)&r)=&n(.&1) =(n, r)
+c0 \ c1Log A0+
(.&1)(2&.) n
2
%2(n, r) =2(n, r).
Par ailleurs,
=(n, r)=. \R(n)cn. +
21(n, r)
n + .
Donc
E(G(n)&r)=&
R(n)
cn.&1
+2(n, r)
avec 2(n, r)=&21(n, r)+c0(c1 Log A0)(.&1)(2&.) n%2(n, r) =2(n, r)2,
d’ou
|2(n, r)||21(n, r)|+c0 \ c1Log A0+
(.&1)(2&.) n
2
=2(n, r),
m+c0 \ c1Log A0+
(.&1)(2&.)
2
c21
n
Log2 n
c2
n
Log2 n
.
Pour terminer la preuve du Lemme, un calcul nume rique de c1 permet de
ve rifier que G(n) est infe rieur a n. pour nA0 . K
Lemme 5. Supposons les conditions du Lemme 4 ve rifie es. Alors
{c(G(n)&r)
.&1 \1& c3Log n+nc(G(n)&r).&1 \1+
c4
Log n+ ,
Log(G(n)&r). Log n&c5.$ Log n.
Preuve. Par le Lemme 4(i)
G(n)&r
c
.
n.(1&c1 Log n)
et donc
n\.c (G(n)&r) \1&
c1
Log n+
&1
+
.&1
.
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Nous constatons nume riquement que c1 Log A0 est infe rieur a 12 . Donc
1&c1 Log A0 est positif et (1&c1 Log A0)&1 c1 Log n est infe rieur a 1.
Nous pouvons ainsi utiliser le Lemme 1 (1) et (3). On obtient
\ 11&(c1 Log n)+
.&1
\1+\ 11&(c1 Log A0)+
c1
Log n+
.&1
1+(.&1)
1
1&(c1 Log A0)
c1
Log n
d’ou la premie re ine galite . De me^me
G(n)&r
c
. \1+
c1
Log n+ .
Donc
nc(G(n)&r).&1 \ 11+(c1 Log n)+
.&1
.
Par le Lemme 1 (2) et (5)
\ 11+(c1 Log n)+
.&1
\1& c1Log n+
.&1
1&
c3
Log n
ou c3=c1 k0(=$0) et =$0=c1 Log A0 . Enfin nous avons
G(n)&r
c
. \1&
c1
Log n+ n.
c
. \1&
c1
Log A0+ n.
et en prenant les logarithmes, nous obtenons l’ine galite avec c5 . L’autre
ine galite re sulte trivialement de celle-ci. K
II. MAJORATIONS
Lemme 6. (Majoration de |R(n)| ). Soit A0=G2(213). Soit M>0 un
nombre re el et AA0 un nombre entier. Supposons que
{
|R(A)|M
A.
. Log A
,
|E(n)|M
n.&1
Log n
(A<nG(A)).
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Alors, pour tout n # ]A, G(A)], on a
|R(n)|M \1+ 1Log A+
n.
. Log n
.
Remarque. Nous aurons dans la partie ‘‘minorations’’ un Lemme similaire
pour minorer |R(n)|.
Preuve. Nous avons
|R(n)||R(A)|+ :
n&1
k=A+1
|E(k)|+|E(n)|
M { A
.
. Log A
+|
n
A
t.&1
Log t
dt+
n.&1
Log n= .
Une inte gration par parties donne
|
n
A
t.&1
Log t
dt
1
. {
n.
Log n
&
A.
Log A
+
1
. Log2 A
(n.&A.)= .
Par le Lemme 4, G(A)A.. Ainsi, pour nG(A)A., on a Log n
. Log A, donc 1(. Log A)(1Log n). D’autre part, pour AnA.,
n.&1
Log n

(A.)(.&1)
Log(A.)
=
A
. Log A
puisque la fonction t [ t.&1Log t est croissante pour t.. Ce dernier
terme est compense par ‘‘le terme mineur de l’inte grale’’ si
A
. Log A

A.
. Log2 A
i.e. si A.&1Log A.. Comme cette fonction est croissante pour A., il
suffit de ve rifier que l’ine galite pre ce dente est vraie pour A=6 ce que nous
faisons sans difficulte .
Regroupant les estimations, nous obtenons
|R(n)|M
n.
. Log n {1+
1
Log A=
comme annonce . K
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Proposition 3. Soit A0=G2(213). Alors il existe une suite croissante
(Mk)k0 telle que 0.006Mk0.009 et telle que
|R(A0)|M0
A.0
. Log A0
et |E(n)|M0
n.&1
Log n
(n # [A0 , G(A0)])
et pour tout k1
|R(n)|Mk
n.
. Log n
(n # ]Gk&1(A0), Gk(A0)]),
|E(n)|Mk
n.&1
Log n
(n # ]Gk(A0), Gk+1(A0)]).
Corollaire. Pour tout nA0=G2(213), on a
|R(n)|0.009
n.
. Log n
, |E(n)|0.009
n.&1
Log n
.
Preuve. Par la proposition 1, la premie re partie de la Proposition 3 est
ve rifie e pour M0=0.006. Nous allons proce der par re currence et construire
explicitement une suite de Mk . Soit k0. Supposons la construction de Mk
re alise e et les proprie te s ve rifie es au rang k et faisons de me^me au rang
k+1. Posons Ak=Gk(A0). Des hypothe ses, nous pouvons de duire
|R(Ak)|Mk
A.k
. Log Ak
, |E(n)|Mk
n.&1
Log n
(Ak<nG(Ak)).
Par le Lemme 6
|R(n)|Mk
n.
. Log n \1+
1
Log Ak+ (n # [Ak , G(Ak)]).
Par hypothe ses, Mk0.009 et Log AkLog A010, et par conse quent
Mk(1+1Log Ak)0.01. Nous sommes donc en mesure d’appliquer le
Lemme 4. Maintenant, tout n$ # ]G(Ak), G2(Ak)] s’e crit sous la forme
n$=G(n)&r avec n # ]Ak , G(Ak)] et r # [0, F(n)[. Pour de tels nombres
|E(G(n)&r)|
|R(n)|
cn.&1
+c2
n
Log2 n

n
. } c } Log n {Mk \1+
1
Log Ak++
. } c } c2
Log n = .
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Maintenant MkM00.006 et Log nLog Ak , d’ou
Mk \1+ 1Log Ak++
. } c } c2
Log n
Mk {1+ 1Log Ak+
. } c } c2
0.006 Log Ak= .
En posant c6=1+. } c } c2 0.006, nous obtenons
|E(G(n)&r)|Mk \1+ c6Log Ak+
n
. } c } Log n
.
Par le Lemme 5, nous obtenons
nc(G(n)&r).&1 \1+ c4Log Ak+ .
La fonction t [ tLog t e tant croissante pour te, nous obtenons
n
Log n

c(G(n)&r).&1
(.&1) Log(G(n)&r) \1+
c4
Log Ak+ .
Donc, en remarquant que .(.&1)=1,
|E(G(n)&r)|Mk \1+ c7Log Ak+
(G(n)&r).&1
Log(G(n)&r)
avec c7=c6+c4+c6c4Log A0 . Minorons maintenant Log Ak . Par le
Lemme 5, Log G(n).$ Log n pour nA0 . Donc Log Ak=Log Gk(A0)
.$k Log A0 . Par conse quent
1+
c7
Log Ak
1+
c7
.$k Log A0
.
En posant
Mk+1=Mk \1+ c7.$k Log A0+
nous obtenons bien les proprie te s requises, moyennant de remarquer que
par construction
Mk \1+ 1Log Ak+Mk+1.
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Ve rifions finalement que Mk+10.009. En effet
Mk+1=0.006 ‘
k
l=0
\1+ c7.$l Log A0+0.006 ‘l0 \1+
c7
.$l Log A0+0.009.
K
III. MINORATIONS
Nous allons proce der en deux e tapes. Dans la premie re, nous nous
servons des valeurs calcule es pour G3(113), G4(113), ..., G7(113). Puisque
Gk+1(n)=G(Gk(n)), nous disposons des valeurs de G(Gk(113) pour 3k6.
Par la remarque suivant le Lemme 3, cela nous donne R(Gk(113)) pour ces
me^mes k, avec une excellente approximation. De proche en proche, nous
obtenons des minorations de |R(n)| sur des intervalles [Gk(113), Gk(213)]
qui tiennent compte des minorations de |E(n)| sur les me^mes intervalles et
des valeurs de R(n) au de but des intervalles. En utilisant un me canisme de
re currence semblable a celui employe pour les majorations, nous parvenons
de la sorte a l’intervalle [G7(113), G7(213)]. A partir de la , nous n’avons
plus acce s a la valeur de R au de but de l’intervalle. Au lieu de cela, nous
allons utiliser le fait que |R(n)| est majore et donc ne peut pas constituer
un handicap trop lourd de s que l’on a pris en conside ration suffisamment
de n pour lesquels |E(n)| est minore . C’est l’objet de la deuxie me e tape.
Nous de montrons d’abord un Lemme dont nous nous servirons de deux
manie res diffe rentes.
Lemme 7. (Comple mentaire de minoration). Soit A0=G2(213). Soit
N"N$A0 deux entiers. Supposons qu’il existe a$0.002 tel que
|R(n)|a$
n.
. Log n
(n # [N$, N"]).
Alors on a
|E(G(n)&r)|a$ \1& c8Log N$+
(G(n)&r).&1
Log(G(n)&r)
(n # ]N$, N"], r # [0, F(n)[),
ou c8=c3+c5 .$+c.c2 0.002. De plus E(G(n)) et R(n) sont de signes
oppose s.
Preuve. Par le Lemme 4
E(G(n)&r)=
&R(n)
cn.&1
+2(n, r) avec |2(n, r)|c2
n
Log2 n
.
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Par hypothe se,
|R(n)|
cn.&1

a$
c.
n
Log n

0.002
c.
n
Log n
et par conse quent
|2(n, r)|
c2
Log n
c.
0.002
|R(n)|
cn.&1
.
Donc
E(G(n)&r)=
&R(n)
cn.&1 \1+%(n, r)
c9
Log N$+ ( |%(n, r)|1, n # [N$, N"])
en posant c9=c2c.0.002. On ve rifie nume riquement que 1&c9 Log N$ est
positif ce qui garantit que R(n) et E(G(n)&r) sont de signes oppose s. De
plus
|E(G(n)&r)|
|R(n)|
cn.&1 \1&
c9
Log N$+
a$
c.
n
Log n \1&
c9
Log N$+ .
Par le Lemme 5
nc(G(n)&r).&1(1&c3Log n)
et
Log n(.&1) Log(G(n)&r) \1+ c5Log(G(n)&r)+ .
Donc
n
Log n

c(G(n)&r).&1 (1&c3 Log n)
(.&1) Log(G(n)&r)(1+(c5 Log(G(n)&r)))
.
En utilisant le Lemme 5, nous obtenons
Log(G(n)&r).$ Log n.$ Log N$
et donc
1
1+(c5 Log(G(n)&r))
1&
c5
Log(G(n)&r)
1&
c5
.$ Log N$
.
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De me^me 1&c3 Log n1&c3 Log N$. En de finitive
|E(G(n)&r)|a$
(G(n)&r).&1
Log(G(n)&r) \1&
c9
Log N$+\1&
c3
Log N$+\1&
c5
.$Log N$+
a$
(G(n)&r).&1
Log(G(n)&r) \1&
c8
Log N$+
avec c8=c9+c3+c5 .$. K
Nous examinons d’abord comment minorer |R(n)| sur un intervalle
lorsque nous connaissons explicitement R au de but de l’intervalle.
Lemme 8. (Minoration de |R(n)| : Premie re version). Soit [N$, N"] un
intervalle et a>0 une constante. Supposons que E(n) a un signe constant sur
[N$, N"] et y ve rifie |E(n)|a } n.&1Log n. Supposons d ’autre part que
R(N$) a le me^me signe que E(N$) et posons b=. Log(N$) N$&. |R(N$)|.
Alors, pour tout n # [N$, N"], R(n) a le me^me signe que E(N$) et satisfait
|R(n)|a$
n.
. Log n
ou a$=min(a, b).
Preuve. Supposons E(N$)>0. Le cas ne gatif est semblable. On a
R(n)&R(N$)= :
N$<kn
E(k)a :
N$<kn
k.&1
Log k
a |
n
N$
t.&1
Log t
dt
et une inte gration par parties nous donne
R(n)&R(N$)
a
. \
n.
Log n
&
N$.
Log N$+ .
Donc
R(n)
a
. \
n.
Log n
&
N$.
Log N$++
b
.
N$.
Log N$

a$
.
n.
Log n
. K
Nous sommes en mesure de donner des minorations de |E(n)| sur les
premiers intervalles.
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Proposition 4. Il existe des constantes (ak)3k7 (ak>0) telles que,
pour k=3, ..., 7
|E(n)|ak
n.&1
Log n
(n # [Gk(113), Gk(213)]).
De plus E(n) est de signe constant, positif pour k=3, 5, 7, ne gatif sinon et
on peut choisir a7=0.0032.
Preuve. Soit a3=0.004. La Proposition 2 nous garantit que l’ine galite
est satisfaite pour k=3. Les constantes suivantes sont de finies par
l’ite ration:
Pour k de 3 a 6 faire
Nk=Gk(113),
bk=
R(Nk)
N .k (. Log Nk)
(pour l’expression de R(Nk), voir la remarque suivant le Lemme 3),
a$k=min( |ak |, |bk | ),
ak+1=&sgn(ak) } a$k \1& c8Log Nk+ .
L’assertion re sulte des Lemmes 7 et 8 et du fait que pour k=3, ..., 6, R(Nk)
est de me^me signe que E(Nk). On trouve a70.0032 et on l’arrondit dans
la suite a cette valeur. K
Nous conside rons maintenant une minoration de |R(n)| ou nous nous
servons de la majoration de |R(N )| donne e par le Lemme 6.
Lemme 9. (Minoration de |R(n)| : Deuxie me version). Soit N">N
G7(113) deux nombres entiers. Soit a0.002 un re el. Supposons que E(n) a
un signe constant sur [N, N"] et y satisfait |E(n)|an.&1Log n. Soit
c10=16. Alors pour n # [N$, N"], ou
N$=\N \6.18c10 Log N+
.&1
+1,
R(n) est du me^me signe que E(n) et satisfait
|R(n)|a \1& c10Log N+
n.
. Log n
.
Note. On convient que [N$, N"]=< si N$>N".
23SUR LA SUITE AUTODE CRITE DE GOLOMB
File: 641J 215424 . By:DS . Date:12:08:01 . Time:02:36 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2036 Signs: 818 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Preuve. Supposons E(n)>0. Le cas ne gatif est semblable. On a
R(n)&R(N)= :
N<kn
E(k)a :
N<kn
k.&1
Log k
a |
n
N
t.&1
Log t
dt
et une inte gration par parties nous donne
R(n)&R(N)
a
. \
n.
Log n
&
N.
Log N+ .
D’autre part, puisque NG7(113)G2(213), on a R(N)&0.01N.
(. Log N) d’apre s le corollaire de la Proposition 3. Donc
R(n)
a
.
n.
Log n
&
a+0.01
.
N .
Log N

a
.
n.
Log n {1&
a+0.01
a
N. Log n
n. Log N= .
Posons
X=N \6.18c10 Log N+
.&1
.
Pour nX, n&. Log nX &. Log X. Il nous faut donc montrer que
a+0.01
a
N. Log X
X .
c10 .
Or
Log X=Log N+(.&1) Log \6.18c10 Log N+
=Log N {1+(.&1) Log((6.18c10) Log N)Log N = .
Pour NG7(113), l’expression entre accolades est une fonction
de croissante de N. Elle est donc majore e en remplac ant N par G7(113). On
trouve qu’elle est plus petite que 1.03. Puisque a0.002, on a (0.01+a)a
 6. Enfin
N.
X.
=
c10
6.18 Log N
.
Au total
0.01+a
a
N.
X .
Log X
Log N

c10
Log N
.
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En conse quence R(n) est de me^me signe que E(n) et
|R(n)|a \1& c10Log N+
n.
. Log n
(n # [N$, N"]). K
Proposition 5. Il existe une suite (ak)k7 de croissante, minore e par
0.002, et deux suites d ’entiers (Nk)k7, (N"k)k7, tendant vers l ’infini,
satisfaisant les conditions
(i) Gk(113)Nk<N"kGk(213) (k7),
(ii) (&1)k&1 E(n)ak(n.&1Log n), pour tout k7 et tout n #
]Nk , N"k].
Preuve. Nous posons, de manie re ge ne rale, N"k=Gk(213). Nous de finissons
les suites (ak)k7 , (Nk)k7 par re currence sur k. Pour k=7, nous prenons
N7=G7(113) et a7=0.0032 et la Proposition 4 nous garantit que les
ine galite s requises sont ve rifie es.
Proce dons a la construction de nos suites au rang k+1. Par le
Lemme 9, pour n # ]N$k , N"k] ou
N$k=\Nk \6.18c10 Log Nk+
.&1
+1,
nous avons
(&1)k&1 R(n)ak \1& c10Log Nk+
n.
. Log n
.
Nous posons
ak+1=ak \1&c10+c8Log Nk+ et Nk+1=G(N$k),
ou la constante c8 a e te introduite au Lemme 7.
Nous ve rifierons a la fin que ak+10.002. Le Lemme 7 nous donne
alors, pour n # ]N$k , N"k] et r # [0, F(n)[,
(&1)k E(G(n)&r)ak \1& c10Log Nk+\1&
c8
Log Nk+
(G(n)&r).&1
Log(G(n)&r)
ak+1
(G(n)&r).&1
Log(G(n)&r)
.
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Tout n # ]Nk+1, N"k+1] s’e crit sous la forme n=G(n$)&r avec n$ # ]N$k , N"k]
et r # [0, F(n)[ et donc
(&1)k E(n)ak+1
n.&1
Log n
.
Nous montrons a pre sent que ak+10.002. Pour cela, nous minorons
Log Nk de la fac on suivante:
NkGk(113)=Gk&7(G7(113))
et par le Lemme 5,
Log G(n).$ Log n (nG7(113)).
Donc Log Nk.$k&7 Log G7(113) et
ak+1ak \1& c10+c8.$k&7 Log G7(113)+
a7 ‘
l7
\1& c10+c8.$l &7 Log G7(113)+ .
On trouve que cette constante est supe rieure ou e gale a 0.002. D’autre part,
le fait que Nk+1 soit strictement infe rieur a N"k+1 re sulte du Lemme
suivant. K
Lemme 10. Soit Nk et N"k les deux suites de finies dans la preuve de la
proposition 4. Alors il existe deux nombres A et B tels que, pour tout k7,
Log Log Nkk Log .+A<k Log .+BLog Log N"k .
Preuve. Tout d’abord, nous majorons Nk . Nous avons Nk+1=G(N$k)
N$.k avec
N$k=\Nk \6.18c10 Log Nk+
.&1
+1.
Nous proce dons par re currence et supposons que NkN"k=Gk(213)
G7(213).
k&7
(puisque G(n)n. pour nG2(213), par le Lemme 4). Donc
Log Nk.k&7 Log G7(213).
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Posons
c11=
Log G7(213)
.7
, c12=\c11 6.18c10 +
.&1
,
c13=..&1, c14=c12+1(c713N7)>1.
Il vient
N$kc12ck13Nk+1c14c
k
13 Nk .
Donc
Nk+1(c14ck13Nk)
.,
soit encore
Log Nk+1.(Log Nk+k Log c13+Log c14) (k7).
Cette relation de re currence se re sout en
Log Nk.k&7 Log N7+Log c13 { :
k&7
l=1
.l(k&l)=+Log c14 { :
k&7
l=1
.l= ,
.k&7 Log N7+S1 Log c13+S2 Log c14
avec
S1.k \ :
l1
l
.l
&c15+ avec c15= :
6
l=1
l
.l
,
S2.k&7 :
l0
.&l=.k&5.
Comme l 1 lxl=x(1&x)2 pour |x|<1, on obtient S1(.3&c15) .k.
En re sume
Log Nk.k { 1.7 Log N7+(.3&c15) Log c13+
Log c14
.5 =c16.k
ou c16 est la quantite entre accolades. Enfin
Log Log Nkk Log .+Log c16 .
Nous nous attaquons a pre sent a la minoration de N"k=Gk&7(G7(213)).
Par le Lemme 5,
Log G(n).$ Log n (nG7(213))
27SUR LA SUITE AUTODE CRITE DE GOLOMB
File: 641J 215428 . By:DS . Date:12:08:01 . Time:02:36 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2148 Signs: 775 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
et donc Log Gk(213).$k&7 Log G7(213). Toujours par ce me^me Lemme 5,
Log G(n)\1& c5. Log n+ . Log n
et en particulier
Log Gk+1(213)\1& c5. Log Gk(213)+ . Log Gk(213),
\1& c5.$l &7 Log G7(213)+ . Log Gk(213),
.k+1&7 Log G7(213) ‘
l7
\1& c5..$l &7 Log G7(213)+
que nous e crivons Log Gk(213)c17.k, ou encore
Log Log Gk(213)k Log .+Log c17 .
On ve rifie nume riquement que
A=Log c16<Log c17=B
ce qui conclut la preuve de ce Lemme. K
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